
高数复习与 CMC 备考

董思言

本文主要为梳理巩固高数知识，借此机会，备考大学生数学竞赛；

第1章 极限与导数

1.1 知识点梳理

• 数列 — 放缩、夹逼

• 等价无穷小、Taylor 展开、重要极限、黎曼和（积分定义）

• 含积分—积分中值、洛必达

1.2 无穷小替换

注意用的场合（乘法）一般加法不适用；其次注意精度

1.3 导数相关

倒数定义（左右导数类似）：

f ′(x0) = lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
(1.1)
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1 极限与导数 中山大学物理与天文学院

函数：可微是可导的充要条件，可导连续，连续不一定可导。

导数运算关系略，注意常见的导数运算，如：sec、arctan、sinh...
链式法则：y = f(φ(x))

y′ = f ′(φ(x)) · φ′(x) (1.2)

隐函数导数求法：

• 方程两边对 x 求导，y(x); 对 x 求导应按复合函数链式法则做.

• dy
dx

= −F ′
x(x,y)

F ′
y(x,y)

,

• 利用微分形式不变性

高阶导数（莱布尼茨公式）：

(uv)(n) =

n∑
i=0

cinu
(i)v(n−i), 其中u(0) = u, v(0) = v (1.3)

1.4 重要定理

1.4.1 拉格朗日中值定理

设函数 f(x) 满足条件：(1) 在 [a,b] 上连续；(2) 在 (a,b) 内可导；

则在(a, b)内一存在个ξ, 使f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ) (1.4)

1.4.2 柯西中值定理

设函数 f(x), g(x) 满足条件：(1) 在 [a,b] 上连续；(2) 在 (a,b) 内可导且 f(x), g’(x) 均存在，且 g′(x) 不
等于 0:

则在(a, b)内存在一个ξ, 使f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(ξ)

g′(ξ)
(1.5)

1.4.3 洛必达法则

处理 0
0
; ∞
∞ 一直导就好。

1.4.4 泰勒公式与麦克劳林公式

设函数 f(x) 在点 x0 处的某邻域内具有 n+ 1 阶导数，则对该邻域内异于 x0 的任意点 x, 在 x0 与 x 之

间至少存在一个 ξ,

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2!
f ′′(x0)(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +Rn(x) (1.6)

其中Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1称为f(x)在点x0处的n阶泰勒余项。

let x0 = 0,n 阶泰勒公式：

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
1

2!
f ′′(0)x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +Rn(x) (1.7)
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1 极限与导数 中山大学物理与天文学院

其中Rn(x) =
f(n+1)(ξ)
(n+1)!

xn+1 ξ 在 0 与 x 之间，(1-7) 式称为麦克劳林公式

ex = 1 + x+
1

2!
x2 + · · ·+ 1

n!
xn +

xn+1

(n+ 1)!
eξ

sinx = x− 1

3!
x3 + · · ·+ xn

n!
sin nπ

2
+

xn+1

(n+ 1)!
sin(ξ + n+ 1

2
π)

cosx = 1− 1

2!
x2 + · · ·+ xn

n!
cos nπ

2
+

xn+1

(n+ 1)!
cos(ξ + n+ 1

2
π)

ln(1 + x) = x− 1

2
x2 +

1

3
x3 − · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+

(−1)nxn+1

(n+ 1)(1 + ξ)n+1

(1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)

2!
x2 + · · ·+ m(m− 1) · · · (m− n+ 1)

n!
xn + o(xn)

1.5 其他细节知识

单调性与导数关系、渐近线求法、凹凸性判定（拐点）；

弧微分：

dS =
√

1 + y′2dx (1.8)

曲率：曲线 y = f(x) 在点 (x, y) 处曲率的计算公式为 (曲率半径就是倒数)：

k =
|y′′|

(1 + y′2)
3
2

(1.9)

1.6 泛函与其他算符

• 方向导数衡量的是在多维空间中，函数在某一点沿着特定方向的变化率。如果 ∇f 是函数 f 的梯

度，那么 f 在 a 点沿着单位向量 u 的方向导数可以表示为

Duf(a) = ∇f(a) · u

• 梯度：矢量，方向导数变化最快的方向，即为梯度方向，此时的方向导数的大小，即为梯度的模。

∇f(a) =
(

∂f

∂x1

,
∂f

∂x2

, . . . ,
∂f

∂xn

)

• 散度：标量，是一个数值，表示空间各点矢量场发散的强弱程度。散度是衡量矢量场的，输入为矢
量场（通常为梯度场）。

∇ · F =
∂F1

∂x1

+
∂F2

∂x2

+ . . .+
∂Fn

∂xn

其中F = (F1, F2, . . . , Fn).

• 旋度

rotA =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

∂ ∂
∂Y

∂
∂Z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣
• 微分：自变量 x 变化了一点点 (dx), 而导致函数 f(x) 变化了多少
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2 积分相关 中山大学物理与天文学院

• 差分：离散化的微分, 即 ∆x, 当自变量很微小时, 就近似变成了 dx

• 变分: 微分在函数空间上的拓展, 函数关系发生了一点点变化, 引起整体系统 (泛函) 的变化量.

泛函求极值的条件：满足欧拉—拉格朗日方程。通常会涉及偏微分方程 PDE。

1.7 多元函数的微分学

1.7.1 重要定理

链式法则：多元复合函数的导数。

隐函数定理：描述在什么条件下可以从方程 F (x1, x2, ·, xn) = 0 隐式地求出某些变量作为其他变量的函

数，并求出这些函数的导数。

泰勒公式（Taylor’s Theorem）：函数在某点附近的近似表示。
极值定理：描述函数如何在某点取局部极大值或极小值。

拉格朗日乘数法（Lagrange Multipliers）：寻找有约束条件下函数的极值。

1.7.2 全微分

∆z =
∂z

∂x
|x0,y0

·∆x+
∂z

∂y
|x0,y0

·∆y + ◦(
√

∆x2 +∆y2)

同样我们也可以将其表示为：

dz = f ′
x(x, y)dx+ f ′

y(x, y)dy

第2章 积分相关

2.1 公式定理

2.1.1 牛顿-莱布尼次公式

∫ b

a

F ′(x)dx = F (b)− F (a) (2.1)

2.1.2 格林公式

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
)dxdy =

∮
L+

Pdx+Qdy (2.2)

注意方向；

2.1.3 高斯公式

∫∫∫
Ω

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z
)dv =

∮
Σ

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy∫∫∫
Ω

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z
)dv =

∮
Σ

(P cosα+Q cosβ +R cos γ)ds
(2.3)

格林公式表达了平面闭区域上的二重积分 (面积) 与其边界曲线上的曲线积分 (线) 之间的关系.
高斯公式表达了空间闭区域上的三重积分与其边界曲面上的曲面积分之间的关系.
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3 常微分方程 中山大学物理与天文学院

2.1.4 斯托克斯公式

∫∫
Σ

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
)dydz + (

∂P

∂z
− ∂R

∂x
)dzdx+ (

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
)dxdy =

∮
Γ

Pdx+Qdy +Rdz (2.4)

简化形式： ∫∫∫
V

∇ · FdV =

∮
∂V

F · dS (2.5)∮
∂Σ

F · dr =

∫∫
Σ

(∇× F) · dS (2.6)

2.2 积分方法

首先应该熟悉定义：黎曼和（分隔、求和、取极限）；

然后是第一类换元法、第二类换元法；

坐标也可以考虑转换，比如极坐标、球坐标等等，注意 Jacobi 行列式（变换系数，类似度规）
分部积分也较为常用： ∫

µυ′dx = µυ −
∫

µ′υdx

记一下常见的。如： ∫
dx

x2 + a2
=

1

a
arctan x

a
+ C

2.3 积分应用

光滑曲面 S : z = f(x, y), (x, y) ∈ D

曲面面积公式A =

∫∫
D

√
1 + f2

x(x, y) + f2
y (x, y)dδ

若曲面方程 F (x, y, z)=0,且Fz ̸= 0

则曲面面积A =

∫∫
DxOy

√
F 2
x + F 2

y + F 2
z

|Fz|
dxdy

其他：如质心、转动惯量等等，此略

第3章 常微分方程

3.1 基本概念

通解（general solution）：一个微分方程的所有解的统一形式。
特解（particular solution）：通解中的任意常数确定后的解。
初始条件/初值条件：已给定的条件，比如“通过定点”。用于确定解的范围。
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3 常微分方程 中山大学物理与天文学院

3.2 解法归纳

3.2.1 可分离变量

g(y)dy = f(x)dx

分离, 积分⇒
∫

g(y)dy =

∫
f(x)dx

G(y) = F (x) + C

3.2.2 齐次方程

简而言之，是 y
x
整体出现的。⇒ y = ux

⇒ dy

dx
= u+ x

du

dx

从而消去 y ⇒ 可分离变量的微分方程

g(u)du = f(x)dx

3.2.3 可化为齐次的方程：多出了常数 c

dy

dx
= f

(
ax+ by + c

a1x+ b1y + c1

)

令

x = X + h

y = Y + k

⇒ dy

dx
= f

(
aX + bY + ah+ bk + c

a1X + b1Y + a1h+ b1k + c1

)
⇒要求

{
ah+ bk + c = 0

a1h+ b1k + c1 = 0

⇒系数行列式:∆ =

∣∣∣∣∣ a b

a1 b1

∣∣∣∣∣ ̸= 0, 有唯一解

3.2.4 利用变量代换求微分方程的解

dy

dx
= f(x, y)

例如
dy

dx
= (x+ y)2,则令x+ y = u

3.2.5 一阶线性微分方程（齐次/非齐次）

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)

一阶：包含 y 的一阶导数 y’
线性：仅有 y、y’, 且系数为一次方，不能有 sin y、y2 等。

Q(x) ≡ 0, 齐次 ⇒ 可分离变量的微分方程 ⇒ y = Ce−
∫
P (x)dx
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3 常微分方程 中山大学物理与天文学院

Q(x) ̸≡ 0, 非齐次 ⇒ 常数变易法 y = ue−
∫
P (x)dx

⇒ y =

(∫
Q(x)e

∫
P (x)dxdx+ C

)
e−

∫
P (x)dx

3.2.6 可降阶的高阶微分方程

1、y(n) = f(x)

不断两边积分即可:y(n−1) =

∫
f(x)dx+ C

2、y′′ = f(x, y′) →没有y

令y′ = p

⇒ p′ = f(x, p)

⇒一阶 (可分离变量的微分方程)

3、y′′ = f(y, y′) →没有x

令y′ = p

⇒ y′′ =
dp

dx
=

dp

dy
· dy
dx

=
dp

dy
· p

⇒ dp

dy
· p = f(y, p)

⇒一阶 (可分离变量的微分方程)

3.2.7 常系数齐次线性方程

1. 二阶齐次 y′′ + py′ + qy = 0 ⇒特征方程:r2 + pr + q = 0
∆ > 0, 特征根r1 ̸= r2

∆ = 0, 特征根r1 = r2

∆ < 0, 特征根r = α± βi

⇒通解


y = C1e

r1x + C2e
r2x

y = (C1 + C2x)e
r1x

y = eαx(C1 cosβx+ C2 sinβx)

2、n 阶齐次 y(n) + p1y
(n−1) + p2y

(n−2) + · · ·+ pn−1y
′ + pny = 0

可记作:L(D)y = 0

D——微分算子, 例如 yn 可记 Dny

L(D)——微分算子 D 的 n 次多项式

3.2.8 欧拉方程

xny(n) + p1x
n−1y(n−1) + · · ·+ pn−1xy

′ + pny = f(x) (3.1)

为了解这个方程，此处令 x = et , 再将自变量 x 换成 t

此时有 dy
dx

= dy
dt

· dt
dx

= 1
x
· dy

dt

这里给演示如何求 d2y
dx2 , 如果要继续往下推导，需要读者自行尝试。

d2y

dx2
=

d dy
dx

dx
=

d( 1
x
dy
dt
)

dx
=

− 1
x2 · dy

dt
dx+ 1

x
· d(dy

dt
)

dx
= − 1

x2

dy

dt
+

1

x
·
d(dy

dt
)

dt
· dt
dx

= − 1

x2

dy

dt
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5 无穷级数 中山大学物理与天文学院

此时还有
d3y

dx3
=

1

x3
(
d3y

dt3
− 3

d2y

dt2
+ 2

dy

dt
)

第4章 向量代数与空间解析几何

4.1 数量积，向量积，混合积

数量积就是内乘法，基本性质和规律略；

向量积：

a × b =

∣∣∣∣∣∣∣
i j k

ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣∣
混合积：[abc] = (a× b)c

4.2 平面、曲面，空间直线、曲线及其方程

• 平面：点法式、一般式、截距式

• 直线：一般方程-空间直线可看做两平面的交线；对称式 (点向式) 方程；（可化为）参数方程：
x−x0

m
= y−y0

n
= z−z0

p
其中 (x0, y0, z0) 为直线上任意点，s = (m,n, p) 为直线方向向量

• 曲面：旋转曲面、柱面、二次曲面等（常见的熟悉一下）

• 曲线：一般与参数方程

第5章 无穷级数

5.1 常数项级数

5.1.1 正项级数

• 根据收敛原则，如果正项级数的部分和数列 Sn 有界，那么正项级数有界

• 比较判别法，对于两个正项级数
∑∞

n=1 un,
∑∞

n=1 vn 如果从某项起有 un<=vn成立，那么如果 vn
收敛，则 un 也收敛；un 发散，则 vn 也发散。·

• 比较判别法的极限形式，对于
∑∞

n=1 un,
∑∞

n=1 vn, limn→+∞
un

vn
= A 如果 A=0, 则 vn 收敛时，un

也收敛；如果 A=+ 无穷，vn 发散时，un 也发散；如果 A= 常数，则两者具备相当的敛散性。

• 比值判别法，给定一个正项级数
∑∞

n=1 un, limn→+∞
un+1

un
= p 如果 p<1, 则原级数收敛，如果 p>1,

则原级数发散。

• 根值判别法，给定一个正项级数
∑∞

n=1 un, limn→+∞
n
√
an = p 如果 p<1, 则原级数收敛，如果 p>1,

则原级数发散

5.1.2 交错级数

这种主要还是忽略掉交错，当成正项级数来求收敛性，如果有∑∞
n=1(−1)n−1un 这 un 单调不增且 limn→+∞ un = 0 则该级数收敛。
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5 无穷级数 中山大学物理与天文学院

5.1.3 任意项级数

对于任意项级数的判别，其实还是看它的绝对值，正项级数的收敛性，如果它的正项级数收敛，则说这个

级数绝对收敛，如果它的正项级数不收敛，但这个级数收敛，则为条件收敛。

5.2 幂级数收敛域的求解总结

∞∑
n=0

anx
n

方法一：幂级数收敛域的求法 limn→+∞ |an+1

an
| = p 如果 p! = 0, 那么收敛半径 R 为 1

p
如果 p = 0, 那么

收敛半径 R 为 +∞ 如果 p = +∞, 那么收敛半径 R 为 0 再考虑在 +-R 上的点的收敛情况，这样就可以
求出收敛域的范围。

方法二：利用正项级数的比值判别法或者根值判别法，令其 <1, 则收敛时，求 x 的取值范围，然后和方
法一类似，考虑在 +-R 上的点的收敛情况，这样就可以求出收敛域的范围。

5.3 幂级数求和函数和展开式的相互转换

（1）已知幂级数求和函数本质上是凑，将幂级数通过求导数或者求积分以及其他等式变换的方法，凑成
已经知道的常见展开式子的形式，然后直接写出和函数。但是千万记得在这个过程中，要标注收敛域。

（2）已知和函数求幂级数同样是凑，将和函数通过求导数或者求积分以及其他等式变换的方法，凑成已
经知道的常见和函数的形式，然后直接写出展开式，这个过程同样要标注收敛域。下面是常见的几种展

开式，一定要背住：

ex =

∞∑
n=0

1

n!
xn (−∞ < x < +∞)

sinx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 (−∞ < x < +∞)

1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−1)nxn (−1 < x < 1)

osx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n (−∞ < x < +∞)

1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n (−1 < x < 1)

ln(1 + x) =

∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
xn+1 =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn (−1 < x ≤ 1)

ax = ex ln a =

∞∑
n=0

(ln a)n

n!
xn (−∞ < x < +∞)

arctanx =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 (−1 ≤ x ≤ 1)
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5 无穷级数 中山大学物理与天文学院

5.4 函数项级数

5.4.1 Cauchy 收敛准则（充要条件）

{
∞∑

n=1

un(x)

}
在I上一致收敛

⇔ ∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N , 当m > n > N,

∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε, ∀x ∈ I

⇔ ∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N , 当n > N,

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε, ∀x ∈ I∀p ∈ N

5.4.2 Weierstrass 判别法（充分条件）, 也称 M 判别法，优级数判别法 (证明一致收敛优先考虑)

|un(x)| ≤ an对∀n, ∀x成立且
∞∑

n=1

an收敛

以下两个判别法用于乘积形式的级数
∑∞

n=1 an(x)bn(x)

5.4.3 Dirichlet 判别法（充分条件）

(1){bn(x)} 关于 n 单调且一致收敛到 0
(2)

∑∞
n=1 an(x) 的部分和一致有界

5.4.4 Abel 判别法（充分条件）

(1) {bn(x)} 关于 n 单调且一致有界

(2)
∑∞

n=1 an(x) 一致收敛
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